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OPQRSTQTSUV TMNUPW XTQTNX TMQT Q YSVQPW ZSTM QV UPYSTQ[ \PN]^NV_W ν N`STX OPQRSTQTSUVQ[ ZQRNX QT TMN aU^Y[N
\PN]^NV_W QVa MSOMNP MQP`UVS_X� <MSX S`b[SNX S\ TMN ZQRN ZSTM TMN \PN]^NV_W νG SX Q_TSVO UV TMN XQ`b[N
U\ YSVQPSNX \UP Q [UVO TS`N� TMNV �� Q [Q_c U\ YSVQPSNX ZSTM \PN]^NV_SNX VNQP TMN MQ[\�\PN]^NV_W� νG'��
QVa _UPPNXbUVaSVO MQP`UVS_X &VUVXTQY[N UPYSTX( QVa'UP ��� Nd_NXXNX QT \PN]^NV_SNX _[UXN TU Q *bNP\N_T,
SV_U``NVX^PQYS[STW ZSTM νG'� QVa MQP`UVS_X &XTQY[N UPYSTX(� ZU^[a YN _PNQTNa� <MN \PN]^NV_SNX U\ XTQY[N
UPYSTX QPN X^bbUXNa TU YN _[UXN TU TMN VNQP�_U``NVX^PQYS[STW ZSTM πνG'� QVa νG'�π� ZMNPN TMN π V^`YNP
XTQVaX U^T QX QV *SaNQ[, \Q_TUP bPURSaSVO TMN YNXT QVTSPNXUVQV_N U\ YSVQPSNX�

<MN XTQTSXTS_Q[ QVQ[WXSX U\ \PN]^NV_SNX U\ ���. _[UXN YSVQPW XWXTN`X U\ eQ[QdW &EJ?( ZSTM bNPSUaX P [NXX
TMQV 1� a SX YQXNa UV TMN _Q[_^[QTSUV U\ TMN PNXUVQV_N�XbN_TP^` ZMS_M XMUZX TMN YNXT _U``NVX^PQY[N
\PN]^NV_W U\ Q OSRNV XNT U\ YSVQPSNX Y^T ZSTM TMN π \Q_TUP Q__U^VTNa \UP� KT SX \U^Va TMQT TMN EJ?
aSXTPSY^TSUV SX `Ua^[QTNa YW TMN \PN]^NV_W νG 2 1�.�.&�( µ=f� ZSTM TMSX NgN_T YNSVO `UXT[W bPUVU^V_Na
\UP X^bNP\QXT QVa _U`bQ_T PUTQTUPX 4 _QTQ_[WX`S_ RQPSQY[NX QVa PN[QTNa UYhN_TX &Ei(� <MN \PN]^NV_W νG�
ZSTMSV TMN NPPUP [S`STX� _USV_SaNX ZSTM TMN *`WXTNPSU^X, \PN]^NV_W ν0 2 1�.�18�&1( µ=f aSX_URNPNa NQP[SNP
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SV TMN bUZNP XbN_TP^` U\ UX_S[[QTSUVX U\ TMN ?^V QVa SV TMN [^`SVUXSTW RQPSQTSUVX U\ XU`N NdTPQOQ[Q_TS_
UYhN_TX� <MSX X^bbUPTX TMN *_UMNPNVT _UX`S_ UX_S[[QTSUV, U\ TMN @VSRNPXN ZSTM TMN ν0&νG( \PN]^NV_W� <MN
VNZ QXTPUbMWXS_Q[ bMNVU`NVUV Ndb[QSVX VQT^PQ[[W TMN Ei *OQb, QT \PN]^NV_SNX ≈ πνG'; &P ≈ 153 `SV(
QVa `QdS`Q QT QahQ_NVT \PN]^NV_SNX≈ πνG'� QVa≈ πνG'. &P ≈ 102`SV QVa≈ 204`SV(� <MN PN`QPcQY[N
QVa *`WXTS_Q[, PU[N U\ TMN TPQVX_NVaNVTQ[ V^`YNP π SV TMN ZUP[a U\ YSVQPW XTQPX SX N`bMQXSfNa� TUONTMNP
ZSTM TMN _UV^VaP^` U\ TMN bMWXS_Q[ VQT^PN U\ TMN *^VSRNPXQ[, ν0&νG( UX_S[[QTSUV�
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� &����������� �� �� �(� �"��)�! 
��"�
������ 4
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� 
�������� �� ��	���� �� �����" ������� � �
���� ! ������� &���
�� ��%������ 	 ����������
		���� ������� ������ ����
���� ����� ���
�� �
���	������ �
�	������ � *���)���	����, ���
%������ 9�� �
���� ������ ���� ��"��
���
 � 4 ���� � �� $� 	 �$��� ���� �
���
����	� �
*���
�	+��, 
��+�
����� �� ��"���	+���� �� 	
�"���"� ���� ��%����� ����" �
�
��������(
k ��	 �" �� � �
�
��� ����������'+ �������l α &���������� ����� ��
���
 (� e &����
�	�
�����(� Ω &����+���� �
����� ��������� 6��������  
��������(���� 4 ���
 � ��$� *�
�	��,
6��������t

q��	� 
��� ����� π� !�
���
����)��� 3	����	� �
���
����	�t �
�"�
�� ;��� ��� ��"� ���
��� �
�	��� ��������� 	 ������ ���)��� 
���� �
���"��� π ≈ 3� ��� ����� ����� π ≈ (16/9)2� k 	
KKK 	� �� �� 3� k
!�"�� ��+��� ��� ����� ��!������ "�$�� 3 10

71 � 3 1
7 � *p��������, � ���������!,���

����� π 	!���� 	� "����� %�
"�� �
�%"����� ���"��
�� � ���"����� ��� ���� �� ��!������ ��
3���
�"�������"� �� ���
�%����� �� 	����	�� %���� � ���
��� ��������������� &����������
	���"���� ���������� ����� h = 2πh̄ � ���� 2π 
������ �����	��" � �
�$���������(� k 	���
3�� ����� �����)���	� ��
�$��� 	���� ��+� ������"�
�"���� ���� �
�$����� L � �� ���"��
�
D� 	 ������ ��" ��" " � %���
 ��	�
+����� �������	����� ��������
������ ���� *�������,

���	��� � 
�	��"�
���� �	�$����l ����+���� L/D ��	��"�$�� �
�����	��� 
����������� �
��
���� 0	�$���� �� 
���� �������� �������� 4 *���������, � �"� �	����	��� *���	 �+�� 
�����
� ������������,�

7���� π ����"��� 	�$��� "���� � 	 ���
�� �����s �������	���������� ��� �������� ! ��%

�
�����	������ ���������� � ����� �� �
 �� �� ���
���	��"�� �������� ������� &-����� 	 ������
�� ����� 1012 �������� ! ����	 π &���%%� ����(� k 	�� -����� &���8( ������� ���� 	 �������� ��
�"��)�"� ������� �" ���l ���"��
 ��������"�� 6��������� 	 
�$��� � 	 
��"�
�! 	�
�� �
��
���� 	���� ��+� .� �������� ! ����	���(� 6 �������%������������ ��	���� q� -����� &E� ?QOQV(
���� � ��
 	��� ����)���� *�	�
��,� ������ �
 ��� 	 ��%
�! ����� π��� -�"� $� ���� ������
�� ����� �

��������� "� �� � ��������&����'�� �� ���	���	�
��� ����"� �����
������"�
�
�	����� � ��� "� �3%%�������"�� k �� q����� *�
����������� �,� ��� *�
������������� �,�
������ ���
������ � �� ����+����  "�
� �	������ #������ ���	���"�"�� � ��+� ���������� ���	�
����� �������-��'� �����" π� m ����� �
��� $� �
�!���� �� �" �
�	���
������ ����������� 4
�
�����	����� � ����� � �
������ 	���� ��)���	��)���� � ��"��� � 	�)�! � �����!�

� ������ ������� �����
�

0	�$���� �	��� !� �������� #�#� �
���!���� 	 ��� 
�!"�
��" "������
���� 4 "�
� �
���
����	�
� 	
�"���� � ���	��� �
����� �	�$���� 4 	��"�
��� ���������� k 	�� ��� $� q��� 	 �	�� 	
�"�
�������� ��� �
���
����	� � 	
�"� ��������&����!,�'� �� �� ��������� ���
�������"� ��������
&�� 	�
���"� � ��"� �����
�� ����������,(���

m������ 
���	�� �	�$���� � �������	��)�� 3%%�� �� j�"�� ���
�	��������� ����� "����
��� ����
���
� ! "��� � 
��"�
�	 	��"�$� ! �"������ � �! �
���� � ��$� ����� �
���$����
j�"�� � ���
������ �	�$���� ��"��� �����" �������� 0�� ��� �������� ����
��� ��3��"� ����
� � ��
 �	���� ��
�)��)�!�� 	�
�� �
�� �
��� � ����+�"� ��
����"� �
� �����	�� ��
�"� !
�
�	�������� ! ��� � ���
����� m " �
�	 ��  ��"�� ��� ���� 
�����	������ 3%%�� � ���
"�� 	�)���	�" � 	������ "��������� ���� � �
�	����������� ��������� "�� ��� �������	��� �
��� �����
����! ���� �� �	�$���� �"������ �	����� ���$� ��������� ���� 	����� �����"�
q����
�� ����
� ��
���"��  �����"� �	��� ! /������ �� �  ��&�!,�'� �	��� " �	����"� �
�
��� � 	��� �! ��	��������l  ������ *����������� ����
���
��, �	��� ! ��� �������� 
����
	��� �	�$���� 	 *	���"�, 4 ��� �&��!,���� �	�$���� �� ��������

����� �� ��	�������� �	��� ! �����	��� ���� ��
��������� �
�����s ���
�"�
� 	 	��� 	��+�
��� �
�	���������� 	��� ������ νG &��
��� PGs 3�����
�������"� �
����
����"(� 9�� �������
������� ������� ������" �� ���%&�* ��!����' �������	�"��� 	 �
����"� � ��)���	����� ������
������ �	��� ! � ��!���)���� 	 �
�����! νmin < νG < νmax� ��� νmin � νmax 4 "���"������ � "��
��"������ ������� 
���"��
�	��" ! �	��� !� -������� #�# � ���
�� �
�	����������� ����������
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���� �� ;��<��9�7� �� �33� 9��" = >�7������ � <����9��� P < 10 �!�? ��9�7: � ����� � <��� ���� �$
��  ���7��� @<����9 � �� !��=A

�������� 3%%���	��� 	���"������	�� �����" � 	����� �
���!���� �� �������! ≈ νG'� � 	 ���!
��
"����!� -���	����	��)�� �
��� ���$� ����� � ��
�� ��" *	 �
����",� 3	��������
�	����
� ��
�� "���� �	�� ������ � #
��� $� � �������"� ≈ ZmπkνG'�� �������� �� 1� ���$� � ��
�������� �������	 �� ����+����  νG�
��������� � 	 
���
�������� �	��� ! "���� ��
���	�����
����+� ���! �����" &����� k = ±1� m = ±1 � Z 4 ���������� "���� ����� ����$�������� ������
� 	 �� ���� ���
�� 
��������	(�

0�� ������	���� π�������"�
�"����� ��� 	������������
������ �
��� "�$�� 
����$���� �
��� ����� �"����� �	����� � ��
����" P = 1/ν� � 	 ��
��� � "�"��� 	
�"��� 	 ������ ����
�
��� 	��
����� 	��
����� "���"�" ������ νG�	��� � �� �� "���"�" "��
������� �����
�
���
�$����� �
���" ���
�	����� 
���
���
������ 	��� 	 3��� ���� ��
�������� 	���
� ���

���� 	��
����� &������� �
�	�������� � 	��� 	 #�# ����
��� �(� j� 	
�"� P/2 	��
�����
��	�
+�� �������
��� 	�
�� ��
	����� � 	��
���� 	���� 	 �
���� �� %���� n���" �������� ���
�
���� �������	�� ���� 	��
����� ����� �������
��� 	��
���� 	���� � ����	��"l

2PG/P = Zmπk. &�(

#��	����� ��� &�( 4 	 
�$���� π�������"�
�"���� ��
����	 �	�$���� �� �
�$����� &	��
���
���( � 	���� ���"��
� &	��"�)���� "��
��(� m��� �
���"� ���	�"�� ������ ����+���� *L/D = π,
�
�$������ �� 	 ����� ��)�" 	��� 4 ��� �
���
����	��	
�"��� &���� ��
���� ����! �����������
��! *�	�$����, �
����� 
�	� "�� ���
�"�
� ��
���� �	���(� �
� 3��" 	��"�$� � 	 ����������
���� ���! ������	l

��� 
������������
 �0- �� ���$�� ����� ������� 	 �������� ������ l 
���
�������� ν 4
�
������� ���� � +�" �� ����+����  ����������� " "�����
��)�" �������" &_
 ����
*����)��, ������� �������	��� ��� �"��� ���+�" "�� � �"������� � �
����$���������� ����
��	��s ��"� $� 
���
�������� ν �
� �
���" ��
������� ��
��������� ��+� %����� � 3	�������
��"�! �	��� ! � 3%%���"� �������������� �������� 4 �"� �� 
��� 1 
���
�������� 	��! �0-
/������ 	 "��+���� log P � 	 �
���" �
����$���� ������  %
��"���� 	������
"�������(s
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��� "�����
��)�� ������� �
������	���� �� &������'� �� �� "���"�" � ������������ �����
��
�$�" � ������� 	������ 	��+��� 	��� �� �
���� �	���l ��� "�$�� ��� �	�����	���� ���
�"���+��� ������� �	����� 	 ��	���"���� �� ������������ �
��� 4 3�����
�������� %�� 	��� �
"��� �"������� 
��"�
� � �
�������� �
��� � �
� &	 �
����" 	������ 	��� �
�	��	�+�	������
��%���� �
������� ����"��� ��� �������	���(s

��� �������� ������ 	 
�$�� ��!�.�� �	��� ! �� ��
������� ! �������!� ������	���� �
π���������
������l �
��� � &������( ������"�
�" "� �������"� �� ��� � 	��� ��)���	������
��"������s

��� "�����
��)�� ������� νG ��)���	���� � ���� ���"��
� �� �����
����� �
������� ! ��
��
"��
�	 &�"� �(� ������� &������' �	��� ! �� �������! 
��� ! νG/2s

�&� �"������� ������	 � � ��
-������� q���	� &����(� �������� �� �� � � & �� ��
�	� 	�����l 
���
�������� �0- � 	 ���

�" �
�	��" �����"���� ����
�$�	��� ��!�.�� �	��� ! �� ��
������� ! �������!� �� �� �	��� �
/������ *	�
�����, �� �������� ��

:�"� �����	��� ����� �0- /������ � ��
����"� Pi < 10 ���� ��� Pi 4 ��
��� �	������
i = 1, 2, ...N 4 ��
���	 � ��"�
� N 4 ������ ����� �����" &� ��� N 2 ���.( &
��� 1(� 0��� �
	��� �� 	��! ������� ! ��" �������	 �	��� ! � ���)�� ����
���
 s 	 ������ �� 	�+�� �����
�	��� �� ����
�$��� � y������" � �
� &1vv8( 	 ����������" ����$� 	 !��� 3���
�"����/012l
�! 3	�������� � ������ "�$�� ���������� �� �
���! �����" /������ & ��"� $� ��
��� "����!
3��! �����" �
����� �
�	�
�(�

� ������ ��� �	�	�����

k����� ������ νi = 1/Pi ����	�� �� 	 �������� %����� ����"�
�"���� F0(ν)� "���"�" ���
��
��	����� ������+�� ������������� 
������� 4 �� "����� ���"���+�! 	��
���	 4 "�$�� ���� "
����
�" νi � �
��� "� �������"� ν &q���	� ����(� 6 �����! $� π�3%%��� �0-� �"�� 	 	���
�������� � &�"� �� ;(� �%�
"�
��" ��	�� ��""�
��� %�����

F (ν) = F0(πν/2) + F0(ν/2π), &;(

� %���
�" *�������	����, �
��� πk� j���"� �� �������� � �� �� " ����
�" "�)����� 	
�"���o��
��
�"����� ��
�����" 
������������
 &w-( ��� �
���� ������l

F1(ν) = F (ν)× |F (ν) | /4. &.(

p���"������ �������� w- ��� 	��� �� �
��� � ��
��� P ′ = 1/ν′� ���
 � ������+�" ��
��
��" ����"�
�" � ������ 	 ��
�� "���%���
�	��� ! ��
����	 πPi/2 � Pi/2π�

-���
 F1(ν)� 	 ������� � ��� �1�v �����" � ��
����"� "���� � ���� ������ �� 
��� �� ���
"���"���� � �� ��	����� ��
���� P∗ 2 1�v��&�( "��� r�� ��
��
��� �����"����� �� �� ��� ����
��
��������� ��
����� 
�	�� W ′ = 6.1σs � �����" $� ����� ����	���" ! �
��� ! ������� ≈ 1000�
%�������� �����"���� W = 4.8σ � 	�
��������� p ≈ 1.6 × 10−6� r��� "����� 	�
!��� �
�����
��
����	 �	��� !� PL� 	 �
�����! 141� ���� �������� P∗ �
������� �� ��"�������� � �����"����
W ′ 	�
��
��� �� 5.5σ �� 9.1σ &�"� ����� 1� ��� �
�	���� ��
��� ���	 P∗ ��� 
��� ! PL(� ���"
��
���"� 
�������� 4 �
������	�� ��"��������� ��
���� P∗ 4 �� ��	���� �� �
���� PL � ��	�
���
��� �������� �������	 �����" � ��
����"� ≈ 2πkZmPG� ��� ��
��� ������������� 	��� � ���
*�
������,� PG 2 1�v��&�( "��� � ������� νG 2 1�.�.&�( "/��

0
���� ��� �� 
��� � "���+� �� �"������� � ������������ "��������" ��� �������" �
�
����� ����� �
��� ! ������� :��
�"�
� 	��
�� �� 	 ���� �� log ν 2 ��;8z &P ≈ 71.4 "��( �"���
��
��
��� �����"���� 4.8σ� �� %�������� ��� �����"���� W = 3.2σ� #� �	������� ���	���"�"��
�
��%���" 	 ��������� ������� �������	��� 	 ����
�! 
��� .48 &��"���"� 	 ���������� ���
4PG/9 ≈ �1�� "��� πPG/7 ≈ �1�� "��� � 	 �
����" ≈ �1�. "��(�

0������ � 	 �������� �������� ��� PG�3%%�� ������	��� 	 ����	��" ��
	 " ������" " 	 �

�$���� &;(� ������� ��
"�
�	��� � �"������ ���	 P∗ ��
	��� � 	��
��� ������"��� ��	�����
�����"����" W ′ �
�"�
�� 5.5σ � 3.1σ ����	����	���� &�
� ��"������ PL 	 �
�����! �41� ���(�
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�����	� �� B����9 P∗ 9��" = <�� ���7�� = C�� �8�= PL

PL� �!� N P∗� �� W ′

2��� �33� 2����@��3A 6.0σ
��� �3�D 2����@��3A 5.8σ
��� �D�� 2���D@��3A 5.7σ
3�� ���� 2����@��3A 6.0σ
D�� ���� 2����@��3A 5.8σ
��� �2�� 2���3@��3A 6.1σ
��� ���� 2���3@���A 5.5σ
��� �D�� 2����@���A 6.5σ
��� ���� 2���3@2��A 7.6σ
��� ��D� 2���3@2��A 5.6σ
2�� ���� 2����@2��A 8.4σ
2�� ���� 2D���@���A 9.1σ
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���� 
� 6<���� F1(ν) 97� �2�� E�6 � <����9��� P < 5 �!�� B! ���� �� 7� �� ����������!�� �<���� �"
� �������� 3σ� ������� ν F � ��>8 @�� G�  � 9�!C�= � �7�C�� = C������=A? C7�� " <�� �������� <����9!
2D� �� 

� �������� ����
�����

#��� � ����
�� �
�����	���� �	�
!� ��
 � 
�����
 4 	�
 	� � ��
�"��� �� 
�������	���
�	��� � "���� "��� � 
����	��� � ��5�� &6�� N 2 8�v(� 
���
�������� ���
 ! ������� ��

��� ;� n���+����	� 6� �"��� ��
��� < 1 ���� ��3��"� 	������ 	 �������� ������ ����� ���
��
	��� ������"��� %����� &;(� j���"� �������� ����
��"� &.(� ��� 	��! 6� 	 ������ ����	����	��
�)�� ����
 F2(ν)� �
�	����� � �� 
��� .� /��	� � �� �� �����"����� W ′ = 8.5σ ����	����	���
��
���� 18��;&��z( "�� 4 ��"� $�� ��� � *
����������
���, P∗ 	 ��
� 	��! �0- �������� 
��� � �
����� 1�
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���� � E� G�� ���  � ���� �� 97� ��23 9��" = � <����9��� < 7 �!� @4B$������ ���7H�� A� >7�� "
<�� ����������!�� P K 2����@3A �� 

p�$�� � �� � ��"���� ��� PG&P∗(�"���"�" 6� ������	��� ��	���� "� �����������"� 
���
�
�������� &
��� ;(l *�
�	���", ��� P ≈ 153 "�� � "���"�"�"� �� ��
����! P1 2 1�� "�� �
P2 2 ��. "��� ������� P1 2 P2/2 ≈ 2PG/π� q���	 " &����(� ������ �������� ��� ��������
��
�����l ��"� 3��
�"�" ������	��� *	������)�", PG�����
��������"�

0�� ��������������� �����������	� 	 ������ ���� $� ����
 F2(ν) ��� *�� �� !, �0-�
�� �� � ���������" 6�� k �"����l ��� .v1� �	��� ! /������ � ��
����"� < 7 ���� ��� 6��
w�������� ������ �� 
��� �� ��� "���"���� � �� ��	����� ��
���� 1�v�.&�( "��� #� ������	���
	 +� �� ����	���"�� 	 ��
� 6�������"� ��3��"� %�������� �����"���� ��� W = W ′ = 3.4σ
&p ≈ 7×10−4s �
� ��"������ �
���� PL �� 1�� ��� �� 1� ��� ��
��� ��� �� ��"�������� �����"����
$� �������� 	 �
�����! 3.1σ 4 3.7σ(�

 ������� �!"�����
 � ���	�#��� ���

:� "���� ����
��� ����
 F1(ν)� 	 ������� � �������� ��� 6�������" � ��� 	��! ������� !
*�� �� !, �0- � ��
����"� "���� 1� ���� 9�� ����
 �
�	���� �� 
��� 8 � �l � ����! ��"���
���
���� � ��� $� *"���������, ��
��� PGl

6�������" &N 2 8�v(l P∗ 2 1�v��&��z( "��� W ′ = 7.0σ�
�
���� �0- &N 2 �18�(l P∗ 2 1�v�;&���( "��� W ′ = 4.1σ�
m��� 
���
�������� 	��! �0- ��+�� ������� "�����
����� ��
����" PG 2 P∗ ≈ 18� "��

����	������ �
�
�� � k �"����� ����� �����" � ��
����"�

P ≈ 2πkZm × PG &�(

������������ ����+�� ��" ��� �������� 
���
������� ! �����"� �� �����"����� ���������������
�
�"�
�� 5σ &p ≈ 6 × 10−7(� �
���" 3%%�� 3��� �������� ������ 	 
�$�� �
� k = −1� �� �� ���
����"�
�"����� ���� Pi ≈ 2ZmPG/π�
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���� �� 6<���� F1(ν) 97� D�� 4B$������� >7�� " <�� ����������!�� <����9! 2����@���A �� 

y ��" ! � ��
 ! 
�����
�	 4 6� &	"���� � 
����	��� "� ��5���"�( 4 "�������� *2PG/π,
�
��	������ �	� " ��
���"� k �"���� 	 	��� �
�! ���"���� ! ������������ 
���
�������� ��

��� ;l �3� "���"�" �� ��
���� ≈ P1 2 2PG/π ≈ 1�� "��� �4� "���"�" ≈ P2 2 4PG/π ≈ ��. "��
� �5� �
�	�� �� ��
���� ≈ (P1 + P2)/2 2 3PG/π ≈ 1�; "��� m���
�� 	 � 	��� � ��	������� PG/2 �
�
�����
��������" *��
 	�", 
���
�������� 	����� P ≈ 80 "���

7�� ������� 
���
�������� 	��! �0- /������ &
��� 1(� �� � ����� 	��� ������������ � 4
��"�"� 1�� "�� � ��. "�� 4 "���"�" � ���
 � ������� �	����� � π�������"�
�"������ ��� π�
��������
������� �
������� ! ������� k �"����l

��� �11 "��l πPG ≈ ��; "���
��� .��z "��l 8πPG ≈ .��1 "���
6�� ��	�������� �0- /������ � � ��
�"���� ��"�
��� *����"�
�"�� π,���
6 
�$���� &�( 4 ���	��� � ������ %�
"�� n�
� ��� 	����	���� "�"���� �"������ 3���
��

�� 	 ���"� 	���
���l

mevr = Z × h̄, &8(

��� v 4 ��
���� 3���
���� r 4 
����� �
��� � j�"���	 v %����"��������� ��
����� c � 	 
���	
r ��
�� ����	����	��)�� ��
��� �
��� Pe = 2πr/c� ��� ���"� �������"l

Pe = 2πZ × h̄/mec
2. &�(

-������	��� &�( � &�( �������"� ��� 	 "�
� �	��� ! ��
��� PG 	 ������� �������" �������
� h̄/mec

2 ��� 	���
������������ ���"�� k �"��$�	 ��� �������6'� ������� �� c� �
�!���" 
���	�������"� 	 	���� ��� ����� 	��� &	 �"(

LG = c × PG = 2.88 × 1014 &z(

"�
���"��� ���$�� *	����	 ", �������" �"�����	��� ���� 	��� "�
���"��� &	 �"(l

λC = h̄/mec = 3.86 × 10−11. &v(
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���� �� 6<���� F1(ν) ���= 9��" = >�7������ � <����9��� < 10 �!� @N K �33�A� >7�� " <�� ��������
<����9! 2����@3A �� 
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���� �� 6<���� F2(ν) 9��" = >�7������ � <����9��� < 10 �!� @N K �33�A

q� ��� �� 	���"���� ���� /�
����� � ������	� 6�������� � � �����"�
����� �
�����)�!
	 ��� �	������

$ ��� ��� �	�	�����

m���
�� �
�����	���� ����
 	��! �0-� N 2 ���.� ��� 
��������� �� 6�������" � ������� ��
���� ����
 F1(ν) �
�	���� �� 
��� z� ��� "���"���� � �� ��	����� ��
���� 1�v�;&�( "�� �
��
��
��� �����"����� 6σs %�������� ��� �����"���� W = 5σ &��"���"� ��� 3��� ����
 	 �
������ ��� +�
���� ��������� �
��� ! ������l �� ��
���� �� 1� "�� �� 8�8 "��(� 6�� ������� �
��� ������������ �������" �
� ����� ����� �
��� ! �������

-���
 F2(ν) 	��! ����������! �	��� ! �
�	���� �� 
��� v� � �� ��"����
�
��� ��"���
�	��
��� ���� $� 	������)��� π�����
��������l P 2 1�v�;&�( "��� W ′ = 5.4σ�

% �������� &��������'� �	�((
	)

q���� 	 ������ {{K 	� �"��
�" �� ������ ��5�� 6��������� �
�����	������� ��� ������	��� "
��
�����	��)�" %���
�" �	������ ��+� ��+� 	���
�$����l ��	 � �
���
����	�� ��	 � �������
� 3��������� ��5�� � ��	 � "���
�� � 3��
���� ��	 � ������	 � �
����� ��� 0����	�������� 	
��������� ����������� ��"����� �
�+��  	 	���� ��� ���� � | 3��
��� 6�������� ���
��������
�� 	 	��� �� ���� "���
�� � �
�"�
�� �� | 4 	 	��� ��	���"�� *��"��� "���
��, &�p( ������)��
�� �������� ! ������ ����
������ ��� 	��)�! ����� �
�	���������� 	�������	�� �� �� ����
*	���"��, 	�)���	�� � �
�"�
�� ��1 | 4 	 	��� %�����	 � ����
���� k �� | 6�������� �)� ���
��� ������	��� l 	 %�
"� ��"��� 3��
��� &�9(� ���
�� 
���
������� ����
���� 	 �
���
����	�
� 3	��������
��� ����� "�������� ���� 	���)� 3	��������
���� r� ��������� ����� ��������� 	
�
���
����	� � 	
�"���� � " ��� ����� ����� �� ����"���� �
�
�� �9� !��� "����� ��"��
���� �$� �	�
�� � ��� 3�� � ���� *��"������ 	���", &7�
���� ����(� w��+�
���� $� 6��������



6�7 8� � ��� �8� 9� ��7: " ��� 2�2

���
������ ��� ������	���� 	 1vvz �� �� �	�
!��	 " ���� K�� � ��� �
���!���� �������
� �����
��
	������� �����	��"�� �9� ��� 	���"�"� ����� �� �	������ �� ��
��� � 	�� *	���"��� 3��
���,
�	����	�" ��"��� �
���
����	��	
�"���t k ������� � *π�νG�3%%��, �0- 4 �	����	�" 3��� 	���
�"��� 3��
���t

y��	������ � ��
�
�� ��
 	��� 	�
����� ��	 ! ���������� � ��
 ���� ��
�	�
���	��
��+� ����"���� q��"���� 6 �	��� � 3��" q3

�� &����( ��"�����l *p $�	�" 	 ������� 6��������l
��������"�� �"��� �� ����� 	�)���	�� ��"� ! "���
�� � 3��
��� �� ����� "���� �" ���� :� 3��
�� ��"� 6�������� ����������
����s ����
�� ��+� ���
��� �� ������� � ��
���� ��	�
+����	� �
�" ��,� m ��$� ���	� � ����
������� � �
!�����
 ��%����� /�� &e^TM( &:����� ����( ��"�����l
*:� " �� $�� � � 
���+�� �� ��+�� �����  �������� 6�������� 	 ��
"���! %����"���������
%����,� 6��"�$�� � �
����� ��	��l �������	�� 	���)� �
��������� 	 p�
�"�
�t p�$��� ��"
������ q��"�� ����� �� ����
�� �t

/
�)� &����(� �$������ ��"�� ��� ���
���� *������
����� ��%���������� 
���������, �
���
��� 	��� �
���	����� ����+�� �"������ 	��"�)���� ��������� � 
�	��� ���$���� ��� 3��
	 " +������� � �� �
�������� ��"������� � 	 ����	� �� ��$�� ������ �+������� ���
���
���)�� ��	�
� � �
���������� 0� ��! ��
 �� 	�� ���� � � �
�	�
�� 3%%���	 ��� �	���� �
���
��� 	��" ! ������� ���
��� ��������������� � #�#� � ��$� � ������	����" 
������ �"�)��
��� z � ��
��������" 	��
���� 6��������� � 	 ����� 4 �� 	��� ���
��� 
��+�
��)���� 6��������
&q�������	 � �
�� ����(� q3

�� &����( ����	���"� �����
�	���� ��� " ���"� 	�
������ 	����
)� �� ���
�	�����"� ����s "�$��� �9 �� ��"�" ���� �������	���� � #�# ��
��� ��
�$���� ��
��"���������! "��+����!t 6��"�$��� ��" 	�������� ����	���� � 3%%�� � �
����� ��	����
" � ���� t p $� ����	�"l 	 �����" q��"���� ���	���"�"�� 	���)� �������	��� �
���������t
q� 	 "�
�"�
�� ��� ������� 	 ���� �
�+���� 	�� 3���
�"����"� �� �
�	�
� *���������

�����"�,� �
�����
��" � ������� }������� &=Q[aQVN(l *6�������� �� ����� ��
������ ��" " 
�
���������"� �� ��
����� ��" " ��-�� �
������$���,�

p����� �������� � ���" 	��
���"l ����"� 	 ������)�� 3��!� �p � �9 �
�	��" "�$��
�����t #�	�� �����
 � �)�� 	 ����
��""��
�� � 3��
��
��"�
�����!� m�� 	 *	���3�������, 4
��	�" *��	���"�", ����� �������" 3���
�"�������"� ��� �
�	���������"�� 	�������" *"���
�,�
���
��)�" 
��+�
���� 6�������� � ���
 � �
����� ��	�
���� 3%�
� ���� {K{ 	� m�� ��$�
3%�
� ��� *��
	��	�������, k
�������� � 789:� ;<<;:�9 �
����! 	��	t :� ������	���� �� �����
��
����� π��	����	� �	��� ! �	��� ��"�" 	���"�"� ��� �������� "� �	����	�"�� 
��
�+��)�"�
*��
"������, %����t

* !(�#�	+�� ����+	

6 1v�. �� � ��+�� �	��� � �� ����
�$��� ��������� � �������� ν0 2 1�.�18�&1( "/�� #�5������
�	����� 	 
�"�! ��	
�"��� ! ���������"������ � ���
�� 	���
������ ��
����� �	��� �
�����	���
���� ��	��"�$� " &q���	�� 1vz�(� ��������� �"���� ���	���"�"�� ��"���������� �
���!�$������
������� ��� ���� $� ������� ����
�$�	����� 	 	�
�����! ����� �����
 ! 	������������!
��������	 � ��� ��� �� ��	���� �� 
������ �"�)���� z &q���	 � ~�� �� ���;(� n���� ����� ����	���
��	��)�� ��
��� P0 2 1/ν0 2 18���1�1&1�( "�� ����� �
���� 	 
�$����� ��
�� %����"������� �
������� %����l

P0 ≈ h̄3

mee4
×

(
h̄c

2Gmemp

)1/2

, &1�(

� �
������� � ��
��� 3���
��� &1�v�� "��(� �������
��)��� 	 ���� ��$���� �
������ n�����
��������� 188�v "��� ���� ��� -����� � �� ���� %�
"��� "������l

P� = 2π ×
(

R�
g�

)1/2

, &11(



2�� 4�5� �����

��� g� 4 ���
���� ��� ��$���� �� ��	�
!����� -�����s ���� $� ��
��� �"��� � �������������
�������� ��
�)��)���� �� 
��������� R� �� ����
� -������ �
�
�	��	 &1�( � &11(� �������" �)�
���� ���
����)�� ������
�	����	�l

M�
mp

≈
(

R�
a0

)3

, &1�(

��� a0 2 h̄2/mee
2 4 
����� ��
	�� ��
�	��� �
��� &
�	����	� 	 ��������� � ��������� �� %����
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